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Stochastische Modelle zur Beschreibung von
Zellteilungsprozessen und Bruchstrukturen

Forschungsgebiet und Forschungsinhalte

1. Forschungsgebiet: Stochastische Geometrie

Die stochastische Geometrie ist ein relativ junges Teilgebiet der Mathematik, welches Me-
thoden und Modelle aus der Geometrie und der Stochastik miteinander verkniipft. In der
modernen stochastischen Geometrie, die um 1970 durch D.G. Kendall, K. Krickeberg, G.
Matheron und R.E. Miles begriindet wurde, werden Objekte untersucht, die eine zuféllige
Form haben und die in zufélliger Anzahl und zufélliger Lage vorkommen. Es gibt eine
Vielzahl von ganz unterschiedlichen Beispielen fiir solche Strukturen: Zellgewebe, Fasern
oder Einschliisse in Materialien, Bruchstrukturen und geologische Formationen, Schnitte
durch porése Medien, gerissener Boden sowie Muster, die durch Felder, Walder oder Stra-
fsen in der Landschaft gebildet werden. Die mathematische Beschreibung einer derartigen
Struktur erfolgt durch die Entwicklung eines stochastischen Modells. Charakteristika und
Kenngroken des Modells kénnen dann auf die Struktur {ibertragen werden. Das ist hilf-
reich, weil oftmals durch Lage, Intensitét oder auch Form der Objekte Figenschaften der
Struktur bestimmt werden. So ist zum Beispiel die Festigkeit von Papier abhéngig von
der Intensitdt der Fasern und von ihrer Lange. Solche Untersuchungen sind haufig sehr
kompliziert durch die zufillige Gestalt und die zuféllige Anordnung der Objekte.

Eine wichtige Rolle nimmt die Modellklasse der zufélligen Mosaike in der stochastischen
(Geometrie ein.

Das Gebiet der stochastischen Geometrie wird ausfiihrlich und mathematisch tiefliegend
dargestellt in [11]|. Eine Vielzahl von unterschiedlichen Modellen wird in [1] behandelt.
Statistische Verfahren und Methoden der Bildverarbeitung werden in [9] und [10] unter-
sucht.
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Abb. 1: Craquelé-Glasur Abb. 2: Zellstruktur

auf einer Keramikvase in einem Rattenmuskel
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Abb. 3: Basaltsdulen Abb 4: Tessellated pavement
in Giant’s Causeway, Nordirland Ku-ring-gai Chase Nationalpark, Australien

2. Forschungsgegenstand: Zufillige Mosaike

Ein zufilliges Mosaik ist ein stochastisches Modell, welches eine zuféllige Zerlegung (tes-
sellation) eines Gebietes - oder auch der Ebene (oder des Raumes) - beschreibt. Die dabei
entstehenden Bereiche (auch Zellen des Mosaiks genannt) iiberdecken das Gebiet voll-
stdndig und beriihren sich nur an ihren Réndern, sie diirfen sich also nicht iiberlappen.

Man findet solche Zerlegungen héufig in Natur und Technik, so zum Beispiel in den
Materialwissenschaften bei Riss- und Bruchstrukturen, in der Biologie bei Zell- oder Ge-
webestrukturen oder auch in der Geologie bei Gesteinsformationen. Die Abbildungen 1 -
4 zeigen Beispiele fiir solche Zerlegungen.

Abb.5: Poissonsches Geradenmosaik Abb. 6: Voronoi-Mosaik
(mit Keimpunkten)



Klassische und bereits sehr gut untersuchte Modelle sind Gerademosaike (Abbildung 5)
und Voronoi-Mosaike (Abbildung 6). Solche Modelle kénnen auch in hoheren Dimensio-
nen betrachtet werden. Ein Voronoi-Mosaik entsteht aus einer zufélligen Ansammlung
von Keimpunkten. Die zu einem Keimpunkt gehorige Voronoi-Zelle wird von all den
Punkten der Ebene gebildet, die zu diesem Keimpunkt ndher liegen als zu allen anderen
Keimpunkten. Man kann die Zelle eines Voronoi-Mosaiks auffassen als "Einflussgebiet’ des
zugehorigen Keimpunktes.

Durch die Vielfalt und Unterschiedlichkeit méglicher und real vorkommender Zerlegungen
ergibt sich ein grofser Bedarf an der Entwicklung von weiteren Modellen.

3. Forschungsinhalte:

(a) STIT tessellations
Betrachtet man die Riss-Struktur auf der Keramikoberfliche in Abbildung 7 (die An-
sicht ist ein Ausschnitt aus Abbildung 1), so erkennt man schnell, dass weder durch
ein Geradenmosaik noch durch ein Voronoi-Mosaik eine solche Struktur ndherungs-
weise zufriedenstellend modelliert werden kann. Generell sind die klassischen Mosaik-
Modelle wenig geeignet zur Beschreibung von zufilligen Strukturen, die durch fort-
gesetzte Teilung der Zellen entstehen.

Abb.7: Riss-Struktur (Craquelé-Glasur) Abb. 8: Isotropes STIT tessellation
in der Ebene

Ein STIT tessellation kann man vereinfacht wie folgt konstruieren: Man startet mit
einem Gebiet, z.B. mit einem Quadrat, welches sich nach Ablauf einer zufélligen
Lebensdauer in zwei Zellen teilt. Unabhéngig voneinander teilen sich dann diese Zel-
len erneut nach Ablauf ihrer Lebensdauer usw. Konkrete Festlegungen sowohl fiir
die Lebensdauer der Zellen als auch fiir die Art und Weise der Zellteilung fiihren
zum Modell der sogenannten STIT tessellations. Abbildung 8 zeigt eine Simulation
fiir eine solche Struktur. Dabei ist die Lebensdauer einer Zelle abhéngig von ihrem
Umfang: Je groker der Umfang einer Zelle ist, umso grofer ist die Wahrscheinlich-
keit, dass diese Zelle geteilt wird. Die Teilung erfolgt dann, indem eine Gerade mit
zufilliger Lage und Richtung auf die Zelle gelegt wird. Das STIT Modell wurde



in [6], [7], |4] entwickelt und mathematisch beschrieben. Es kann auch in héheren
Dimensionen betrachtet werden. STIT Mosaike besitzen etliche 'gute’ stochastische
Eigenschaften. Eine dieser Eigenschaften ist eine Stabilitit beziiglich Iteration, was
den Namen fiir das Modell erklart. Diese Stabilitdt bedeutet folgendes: Lagert man
in die Zellen eines STIT Mosaiks wiederum Ausschnitte von STIT Mosaiken ein, so
entsteht im Ergebnis erneut ein STIT Mosaik.

Die STIT Mosaike wurden in den letzten Jahren eingehend untersucht. Es konnten
vielfiltige Resultate gewonnen werden. Zum einen gelang eine sehr detaillierte Be-
schreibung der topologischen und kombinatorischen Zusammenhénge innerhalb des
Mosaiks und es wurden Mittelwerte und Verteilungen spezieller Mosaikbausteine
bestimmt, siehe u.a. [12]. Zum anderen wurde der zeitabhéngige Prozess der fortge-
setzten Zellteilung untersucht, siche u.a. [5].

Vorallem im Bereich der Geologie werden STIT tessellations inzwischen als Refe-
renzmodelle fiir reale Riss-Strukturen verwendet.

Mosaike, die nicht seitentreu sind

Die klassischen Modelle fiir zufillige Mosaike beschreiben Zerlegungen, die seiten-
treu sind. In seitentreuen Mosaiken haben benachbarte Zellen immer eine gemein-
same Seite. Setzt man die Zellen aber 'verschoben’ aneinander, gilt das nicht mehr
und man erhélt eine Struktur, die nicht seitentreu ist. Ein wichtiges Beispiel dafiir
sind die STIT tessellations. Durch diese Verschiebung der Zellen entsteht eine Viel-
zahl von neuen Effekten. Erste Untersuchungen fiir nicht seitentreue Mosaike in der
Ebene (und spéter auch fiir nicht flichentreue Mosaike im Raum) wurden in [13],
[3] durchgefiihrt und dann in weiteren Arbeiten fortgesetzt. Auferdem wurden fiir
wichtige Kenngrofen solcher Strukturen (zum Beispiel fiir die mittlere Anzahl von
Kanten, die von einem ’typischen’ Knoten ausgehen) Parameterbereiche bestimmt,
siehe |2].

Column tessellations

Geologische Strukturen wie in Abbildung 3 fiithrten zur Entwicklung eines weiteren
Modells, der sogenannten Column tessellations, siche [8]. Dieses rdumliche Modell
basiert auf einem Mosaik in der Ebene. Fiir jede Zelle des ebenen Mosaiks betrachtet
man einen unendlich langen Zylinder (Sdule = column), dessen Querschnitt dieser
Zelle entspricht. Jeder Zylinder wird nun durch Schnitte (parallel zum Ausgangsmo-
saik) geteilt. Dadurch entstehen die Zellen des rdumlichen Mosaiks, die alle gerade
Prismen sind. Die Teilung einer Sidule kann in gleichen oder aber auch zufilligen
Absténden erfolgen. Auferdem werden in diesem Modell benachbarte Sdulen immer
unabhéngig voneinander geteilt. Daher sind Column tessellations nicht flichentreu.
Aus geeignet gewihlten Parametern des ebenen Mosaiks lassen sich nun eine Vielzahl
von Grofken des rdumlichen Mosaiks bestimmen, siehe [8|. Diese Fragestellungen sind
eng verkniipft mit dem Teilgebiet der Stereologie. Es befalt sich mit der Problema-
tik, wie man aus der Kenntnis eines ebenen Schnitts durch eine raumliche Struktur
Informationen iiber die raumliche Struktur zuriickgewinnen kann.
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